On the oscillation properties of eigenfunctions of Sturm--Liouville
  problem with singular coefficients by Vladimirov, A. A.
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Îá îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ óíêöèé çàäà÷è
ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýèöèåíòàìè
À. À. Âëàäèìèðîâ
Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ØòóðìàËèóâèëëÿ
−(py′)′ + (q − λr)y = 0,
(U − 1)y∨ + i(U + 1)y∧ = 0,
ãäå óíêöèÿ p ∈ L∞[0, 1] ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíà, óíêöèè q, r ∈ W
−1
2 [0, 1] âåùåñòâåííû, à
îïðåäåëÿþùàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óíèòàðíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà U ðàçìåðà 2×2 äèàãîíàëüíà.
Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îñíîâíûå èçâåñòíûå äëÿ ãëàäêîãî ñëó÷àÿ ðåçóëüòàòû î ÷èñëå è ðàñïîëîæåíèè
íóëåé ñîáñòâåííûõ óíêöèé îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â îáùåé ñèòóàöèè.
 1. Ââåäåíèå
1. Ïóñòü pðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíàÿ óíêöèÿ êëàññà L∞[0, 1], q è räâå âåùåñòâåííûå óíê-
öèè êëàññà W−12 [0, 1], à U äèàãîíàëüíàÿ óíèòàðíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 2× 2. Îñíîâ-
íûì îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à
−(py′)′ + (q − λr)y = 0,(1)
(U − 1)y∨ + i(U + 1)y∧ = 0,(2)
ãäå λ ∈ C ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à âåêòîðû y∧ è y∨ îïðåäåëåíû â âèäå
y∧ =
(
y(0)
y(1)
)
, y∨ =
(
y[1](0)
−y[1](1)
)
(ñð. [ÑÀÄÎ, Òåîðåìà 7.5℄).
Ââèäó íåãëàäêîñòè êîýèöèåíòîâ äèåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ èç ëåâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (1), ïîñòàíîâêà çàäà÷è (1), (2) íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè. Ìû áóäåì ïðîâîäèòü åãî íà îñíîâå
àïïðîêñèìàòèâíîãî ïîäõîäà, ðàññìîòðåííîãî â ðàáîòàõ [ØËÏ℄, [ÑÏÄÎ℄.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç HU ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâî
{y ∈W 12 [0, 1] | y∧ ∈ im(U − 1)},
íîðìà êîòîðîãî èìååò îáû÷íûé âèä
(∀y ∈ HU ) ‖y‖2HU =
1∫
0
{|y′|2 + |y|2} dx.
àññìîòðèì îïåðàòîð âëîæåíèÿ I : HU → L2[0, 1] è îáîçíà÷èì ÷åðåç H′U ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà
L2[0, 1] ïî íîðìå ‖y‖H′
U
⇋ ‖I∗y‖HU . Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò âîçìîæíîñòü
íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðà I∗ äî èçîìåòðèè I+ : H′U → HU . ðàíè÷íóþ çàäà÷ó (1), (2)
ìû áóäåì òåïåðü ïîíèìàòü êàê çàäà÷ó î ñïåêòðå ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà T : HU → H′U ,
èìåþùåãî âèä
(∀λ ∈ C) (∀y ∈ HU ) 〈I+T (λ)y, y〉HU =
1∫
0
p |y′|2 dx+
1∫
0
(q − λr) · |y|2 dx+ 〈V y∧, y∧〉C2 ,
àáîòà ïîääåðæàíà ÔÔÈ, êîä ïðîåêòà 07-01-00283, è îíäîì INTAS, êîä ïðîåêòà 05-1000008-7883.
1
2ãäå V äèàãîíàëüíàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà ðàçìåðà 2× 2 ñ ýëåìåíòàìè
(∀k ∈ {1, 2}) Vkk =


− ctg argUkk
2
, Ukk 6= 1,
0, Ukk = 1.
2. Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ÷èñëå è ðàñïîëîæåíèè
íóëåé ñîáñòâåííûõ óíêöèé ãðàíè÷íîé çàäà÷è 1 (1), 1 (2) â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð I+T (ξ) ïî-
ëîæèòåëåí ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ξ ∈ R. Åñëè êîýèöèåíòû p, q è r ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêèìè, ýòîò âîïðîñ õîðîøî èçó÷åí (äåèíèòíûé ïîäñëó÷àé r ≫ 0 ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì;
èíäåèíèòíûé ïîäñëó÷àé ðàññìàòðèâàëñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [IOT℄). Êàê áóäåò ïîêàçàíî äà-
ëåå, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, èçâåñòíûå äëÿ ãëàäêîãî ñëó÷àÿ, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â îáùåé
ñèòóàöèè.
Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåìîé íàìè çàäà÷è, âûäåëÿåìûé óñëîâèÿìè
p ∈ BV [0, 1], q > 0, r > 0 è U = 1, áûë äðóãèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàí â íåäàâíåé ðàáîòå [ÍÎÒ℄.
3. Êàê îáû÷íî, ïîä èíäåêñîì èíåðöèè indm îïðåäåë¼ííîé íà íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H êâàäðàòè÷íîé îðìû m ìû áóäåì ïîíèìàòü òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ðàçìåðíîñòåé ïîäïðî-
ñòðàíñòâ M ⊆ H, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(∃c > 0) (∀y ∈M) m[y] 6 −c ‖y‖2H.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîä èíäåêñîì èíåðöèè äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå H ýðìèòîâà îïåðàòîðà E
ìû áóäåì ïîíèìàòü èíäåêñ èíåðöèè åãî êâàäðàòè÷íîé îðìû 〈E·, ·〉H.
4. Ñòðóêòóðà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ñòàòüè òàêîâà. Â ïàðàãðàå  2 íàìè óñòàíàâëèâàþòñÿ âñïîìîãà-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ ñîïðÿæ¼ííûõ òî÷åê îïåðàòîðîâ ØòóðìàËèóâèëëÿ. Â ïàðàãðà-
å  3 èçó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî îñöèëëÿöèîííûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ óíêöèé çàäà÷è 1 (1),
1 (2).
Ïðè ññûëêàõ íà ðàçäåëû ñòàòüè, íå ïðèíàäëåæàùèå ïàðàãðàó, âíóòðè êîòîðîãî äà¼òñÿ ññûë-
êà, äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàåòñÿ íîìåð ïàðàãðàà. Ïðè ññûëêàõ íà îðìóëû, íå ïðèíàäëåæàùèå
ïóíêòó, âíóòðè êîòîðîãî äà¼òñÿ ññûëêà, äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàåòñÿ íîìåð ïóíêòà.
 2. Ñîïðÿæ¼ííûå òî÷êè îïåðàòîðîâ ØòóðìàËèóâèëëÿ
1. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ âàðèàöèîííóþ òåõíèêó îñöèëëÿöèîííîé òåîðèè,
èçëîæåííóþ, íàïðèìåð, â [ÑÀÄÎ, ëàâà 4℄. Óêàæåì íà îáùèé àêò, ëåæàùèé â îñíîâå âîçìîæ-
íîñòè ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåõíèêè ê èíòåðåñóþùåìó íàñ ñëó÷àþ.
Ïóñòü Híåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(H) ïðîñòðàíñòâî îãðàíè-
÷åííûõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ íà H, ñíàáæ¼ííîå ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé. Îáîçíà÷èì
òàêæå ÷åðåç Ec(H) ïðîñòðàíñòâî âïîëíå íåïðåðûâíûõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ íà H, ñíàáæ¼ííîå
ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
1.1. Ïóñòü Iòîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à A : I → E(H) è B : I → Ec(H)íåïðå-
ðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü ïðè ýòîì îïåðàòîðû A(x) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ I ïîëîæèòåëü-
íû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 óíêöèÿ Λn : I → R, ñòàâÿùàÿ êàæäîé
òî÷êå x ∈ I â ñîîòâåòñòâèå n-þ ñíèçó (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè) òî÷êó ñïåêòðà îïåðàòîðà
1 + [A(x)]−1/2B(x)[A(x)]−1/2, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïåðàòîðû
[A(x)]−1 ∈ E(H) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà è ðàâíîìåðíî ïî x ∈ I îãðàíè÷åíû.
Òîãäà ïðè ëþáîì m ∈ N îïåðàòîðû [A(x)]−m ∈ E(H) òàêæå íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà.
Êðîìå òîãî, îïåðàòîðû [A(x)]−1/2 ìîãóò áûòü ñ ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ðàâíîìåðíî
ïî x ∈ I ïðèáëèæåíû ïî íîðìå çíà÷åíèÿìè èêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà îò îïåðàòîðîâ [A(x)]−1
3(ñì. [ËÔÀ, ï. 106℄). Ïîýòîìó îïåðàòîðû [A(x)]−1/2 ∈ E(H) òàêæå íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò
ïàðàìåòðà.
Èç íåïðåðûâíîñòè çàâèñèìîñòè îïåðàòîðîâ [A(x)]−1/2 ∈ E(H) îò ïàðàìåòðà è ðàâíîìåðíîé
ïî x ∈ I îãðàíè÷åííîñòè ýòèõ îïåðàòîðîâ ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà
îïåðàòîðîâ [A(x)]−1/2B(x)[A(x)]−1/2 ∈ Ec(H). Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò òåïåðü èç
èçâåñòíûõ îöåíîê äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âïîëíå íåïðåðûâíûõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ (ñì.
[ËÔÀ, ï. 95℄). 
2. àññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî H0U ⊆ HU , èìåþùåå âèä
{y ∈ HU | y(1) = 0}.
Ñ ýòèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ìû áóäåì ñâÿçûâàòü ïàðàìåòðèçîâàííîå çíà÷åíèÿìè x ∈ (0, 1] ñåìåé-
ñòâî âëîæåíèé Jx : H
0
U → HU , èìåþùèõ âèä
(∀y ∈ H0U ) (∀t ∈ [0, 1]) [Jxy](t) =
{
y(t/x), t 6 x,
0, t > x.
Êàæäîìó îïåðàòîðó K : HU → H′U , äëÿ êîòîðîãî îïåðàòîð I+K ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì, ìîæåò áûòü
ñîïîñòàâëåíà îïåðàòîð-óíêöèÿ SK : (0, 1] → E(H0U ), îïðåäåë¼ííàÿ óñëîâèåì
(∀x ∈ (0, 1]) SK(x) = Jx∗I+KJx.
Òî÷êè x ∈ (0, 1], äëÿ êîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâà kerSK(x) ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè, ìû áóäåì
íàçûâàòü ñîïðÿæ¼ííûìè òî÷êå 0 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà K. àçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà
kerSK(x) ìû áóäåì ïðè ýòîì íàçûâàòü êðàòíîñòüþ ñîïðÿæ¼ííîé òî÷êè x.
3. Çàìåòèì (ñì. [ØËÏ℄, [ÑÏÄÎ℄), ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííîì λ ∈ R ñóùåñòâóþò
óíêöèÿ ω ∈ L2[0, 1] è ÷èñëî ω1 ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó
(∀y ∈W 12 [0, 1])
1∫
0
(q − λr) · y dx = −
1∫
0
ω · y′ dx+ ω1 · y(1).
Ïðè ýòîì (ñì. òàì æå) äëÿ ëþáîé óíêöèè y ∈ HU âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà T (λ)y = 0 ðàâíîñèëüíî
ñóùåñòâîâàíèþ âåêòîð-óíêöèè Y ∈W 12 [0, 1] ×W 11 [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó
(∀t ∈ [0, 1]) Y1(t) = y(t)
è ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ãðàíè÷íîé çàäà÷è
dY
dt
=
(
ω/p 1/p
−ω2/p −ω/p
)
· Y,(1)
(U11 − 1) · Y2(0) + i(U11 + 1) · Y1(0) = 0,
(U22 − 1) · [Y2(1) + ω1Y1(1)] + i(U22 + 1) · Y1(1) = 0.
Àíàëîãè÷íî, âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ y ∈ kerST (λ)(x) ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ âåêòîð-
óíêöèè Y ∈W 12 [0, x] ×W 11 [0, x], óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó
(∀t ∈ [0, x]) Y1(t) = y(t/x)
è ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì ãðàíè÷íîé çàäà÷è, îòâå÷àþùåé äèåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1) è
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(U11 − 1) · Y2(0) + i(U11 + 1) · Y1(0) = 0,
Y1(x) = 0.
4Èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè [ËÄÎ,  16, Òåîðåìà 1℄ òåïåðü íåìåäëåííî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü
ñëåäóþùèõ òð¼õ óòâåðæäåíèé:
3.1. Ïóñòü λïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà âñå òî÷êè, ñîïðÿæ¼ííûå òî÷êå 0 îò-
íîñèòåëüíî îïåðàòîðà T (λ), ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè è èìåþò êðàòíîñòü 1.
3.2. Ïóñòü λ ∈ R ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïó÷êà T . Òîãäà åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà
1. Ïðè ýòîì òî÷êà 1 ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííîé òî÷êå 0 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T (λ) â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî U22 = 1.
3.3. Ïóñòü λ ∈ R ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïó÷êà T , à y ∈ HU  îòâå÷àþùàÿ åìó âåùåñòâåííàÿ
ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîïðÿæ¼ííûõ òî÷êå 0 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
T (λ), ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðèíàäëåæàùèõ ïîëóèíòåðâàëó (0, 1] íóëåé óíêöèè y. Ïðè
ýòîì â êàæäîì èç òàêèõ íóëåé óíêöèÿ y ìåíÿåò çíàê.
4. Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç P , Q è R äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå HU ýðìèòîâû îïåðàòîðû âèäà
(∀y ∈ HU ) 〈Py, y〉HU =
1∫
0
{p |y′|2 + |y|2} dx,(1)
(∀y ∈ HU ) 〈Qy, y〉HU =
1∫
0
(q − 1) · |y|2 dx+ 〈V y∧, y∧〉C2 ,(2)
(∀y ∈ HU ) 〈Ry, y〉HU =
1∫
0
r · |y|2 dx.(3)
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð P ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûì, à îïåðàòîðû Q è R âïîëíå
íåïðåðûâíûìè. Íåñëîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè x ց 0 îïåðàòîðû Jx∗PJx èìåþò ïîëîæè-
òåëüíóþ íèæíþþ îöåíêó ïîðÿäêà O(1/x), à íîðìû îïåðàòîðîâ Jx
∗QJx è Jx
∗RJx èìåþò âåðõ-
íþþ îöåíêó ïîðÿäêà O(1/
√
x). Ýòèì íàáëþäåíèåì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ:
4.1. Ïóñòü λïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî
ïðè ëþáîì x ∈ (0, ε) îïåðàòîð ST (λ)(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
Òàêæå èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
4.2. Ïóñòü λïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà [a, b) ⊆ (0, 1]
÷èñëî ëåæàùèõ íà ýòîì ïîëóèíòåðâàëå òî÷åê, ñîïðÿæ¼ííûõ òî÷êå 0 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà
T (λ), ðàâíî âåëè÷èíå indST (λ)(b)− indST (λ)(a).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîðû Jx è Jx
∗
íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåò-
ðà x ∈ (0, 1] â ñìûñëå ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè. Ïîýòîìó ê îïåðàòîð-óíêöèÿì
A : (0, 1] → E(H0U ) è B : (0, 1] → Ec(H0U ) âèäà
(∀x ∈ (0, 1]) A(x) = Jx∗PJx,
(∀x ∈ (0, 1]) B(x) = Jx∗(Q− λR)Jx
ìîæíî ïðèìåíÿòü óòâåðæäåíèå 1.1. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ïîä Λn : (0, 1] → R ìû
áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíûå óíêöèè, îòâå÷àþùèå èìåííî òàêîìó âûáîðó îïåðàòîð-óíêöèé
A è B.
Êàê ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî àêòà ðàâåíñòâà ÷èñëà îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìè-
òîâà îïåðàòîðà åãî èíäåêñó èíåðöèè (ñì., íàïðèìåð, [ËÔÀ, ï. 95℄), ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x ∈ (0, 1]
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
indST (λ)(x) = #{n > 1 | Λn(x) < 0}.
5Èç óòâåðæäåíèÿ 3.1 ñëåäóåò òàêæå, ÷òî êàæäîé òî÷êå x ∈ (0, 1], ñîïðÿæ¼ííîé òî÷êå 0 îòíîñèòåëü-
íî îïåðàòîðà T (λ), îòâå÷àåò åäèíñòâåííàÿ óíêöèÿ Λn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó Λn(x) = 0.
Ïðè ýòîì, êàê íåñëîæíî óñòàíîâèòü íà îñíîâå ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé, ëåæàùèõ â îñíîâå äî-
êàçàòåëüñòâà âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Êóðàíòà (ñì., íàïðèìåð, [ÑÀÄÎ, Òåîðåìà 1.3℄), êàæäàÿ
èç óíêöèé Λn íåâîçðàñòàåò (à òîãäà, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3.1, è ñòðîãî óáûâàåò) â ñâîèõ íóëÿõ.
Èç ýòèõ àêòîâ ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. 
5. Èòîãè ïðîâåä¼ííûõ â íàñòîÿùåì ïàðàãðàå èññëåäîâàíèé ìîãóò áûòü ïîäâåäåíû â âèäå ñëå-
äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:
5.1. Ïóñòü λ ∈ R ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïó÷êà T , à y ∈ HU  îòâå÷àþùàÿ åìó ñîáñòâåííàÿ
óíêöèÿ. Òîãäà âåëè÷èíà ind I+T (λ) ðàâíà ÷èñëó ëåæàùèõ íà èíòåðâàëå (0, 1) íóëåé óíêöèè
y.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óòâåðæäåíèé 4.1 è 4.2 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ëåæàùèõ íà
èíòåðâàëå (0, 1) íóëåé óíêöèè y ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé indST (λ)(1). Â ñëó÷àå U22 = 1 ýòî àâòî-
ìàòè÷åñêè îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ.
àññìîòðèì ñëó÷àé U22 6= 1. Çàìåòèì, ÷òî ìîæåò áûòü óêàçàíî ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ HU
ðàçìåðíîñòè ind I+T (λ) + 1, íà êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ îðìà îïåðàòîðà I+T (λ) ÿâëÿåòñÿ íåïî-
ëîæèòåëüíîé. Ïðè ýòîì êâàäðàòè÷íàÿ îðìà îïåðàòîðà ST (λ)(1) îêàçûâàåòñÿ íåïîëîæèòåëü-
íîé íà ïîäïðîñòðàíñòâå M0 ⇋ M ∩ H0U , èìåþùåì ðàçìåðíîñòü íå ìåíåå ind I+T (λ). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç óòâåðæäåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî íåïîëîæèòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íîé îðìû îïåðàòîðà
ST (λ)(1) íà ïîäïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè ind I
+T (λ) âîçìîæíà ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè îïåðàòîð
1+[A(1)]−1/2B(1)[A(1)]−1/2 èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 4.2 èìååò íå ìåíåå ind I+T (λ) îòðèöà-
òåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îäíàêî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî indST (λ)(1) = ind I
+T (λ),
ñ î÷åâèäíîñòüþ îçíà÷àþùåå ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. 
 3. Îñöèëëÿöèîííûå òåîðåìû
1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
1.1. Ïóñòü ξ âåùåñòâåííîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî îïåðàòîð I+T (ξ) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.
Òîãäà ñïåêòð ãðàíè÷íîé çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ äâóõ
íå èìåþùèõ êîíå÷íûõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ (íî, âîçìîæíî, îáðûâàþùèõñÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{λ−k}∞k=1 è {λk}∞k=1 ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
. . . < λ−n < . . . < λ−1 < ξ < λ1 < λ2 < . . . < λn < . . .
Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
(∀n 6= 0) ind I+T (λn) = |n| − 1.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà λ ∈ C ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó ïó÷êà
T â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà (λ− ξ)−1 ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó âïîëíå íåïðåðûâíîãî
îïåðàòîðà [I+T (ξ)]−1R. Çäåñü è äàëåå ÷åðåç R îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàòîð, îïðåäåë¼ííûé ñîîòíîøå-
íèåì  2.4 (3). Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå  2.3.2 è î÷åâèäíûé àêò ïîäîáèÿ îïåðàòîðà [I+T (ξ)]−1R
ýðìèòîâó, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñäåëàííûõ óòâåðæäåíèé î ñòðóêòóðå ñïåêòðà ïó÷êà T .
àññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð-óíêöèè A : R→ E(HU ) è B : R→ Ec(HU ) âèäà
(∀λ ∈ R) A(λ) = P,
(∀λ ∈ R) B(λ) = (Q− λR),
6ãäå P è Q îïåðàòîðû, îïðåäåë¼ííûå ñîîòíîøåíèÿìè  2.4 (1) è  2.4 (2). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
 2.1.1, îòâå÷àþùèå ýòèì îïåðàòîð-óíêöèÿì ÷èñëîâûå óíêöèè Λn : R → R ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè. Ïðè ýòîì èç ïîëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðà I+T (ξ) è î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà
(∀λ 6= ξ) ind I+T (λ) = ind[|λ− ξ|−1 · I+T (ξ)− sign(λ− ξ) · R]
ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç óíêöèé Λn íåóáûâàåò â ñâîèõ íóëÿõ, ðàñïîëîæåííûõ ëåâåå òî÷êè ξ,
è íåâîçðàñòàåò â ñâîèõ íóëÿõ, ðàñïîëîæåííûõ ïðàâåå òî÷êè ξ. Îáúåäèíÿÿ ýòè àêòû ñ ðàíåå
ïîëó÷åííûìè, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì n > 1 ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ−n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàñïîëîæåííûé ëåâåå òî÷êè ξ íóëü óíêöèè Λn, à ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàñïîëîæåííûé ïðàâåå òî÷êè ξ íóëü óíêöèè Λn. Òåì ñàìûì, ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî
óòâåðæäåíèÿ óñòàíîâëåíà ïîëíîñòüþ. 
2. Èç óòâåðæäåíèé 1.1,  2.5.1 è  2.3.3 ñðàçó æå âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ:
2.1. Ïóñòü îïåðàòîð I+T (ξ) ïîëîæèòåëåí ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ξ ∈ R, è ïóñòü yn ∈ HU 
âåùåñòâåííàÿ ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ λn, ãäå n > 1. Òîãäà óíêöèÿ yn èìååò íà èíòåðâàëå (0, 1) ðîâíî n− 1 íóëåé, â êàæäîì èç
êîòîðûõ îíà ìåíÿåò çíàê.
Òàêæå èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
2.2. Ïóñòü îïåðàòîð I+T (ξ) ïîëîæèòåëåí ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ξ ∈ R, è ïóñòü yn ∈ HU
è yn+1 ∈ HU  äâå ñîáñòâåííûå óíêöèè çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2), îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì λn è λn+1, ãäå n > 2, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè óíêöèè
yn, à òàêæå ìåæäó ëþáûì íóë¼ì óíêöèè yn è êàæäîé èç òî÷åê 0 è 1, ðàñïîëîæåí ïî ìåíüøåé
ìåðå îäèí íóëü óíêöèè yn+1.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2 è ââåä¼ì îáîçíà-
÷åíèå xk äëÿ k-òîãî ñëåâà íóëÿ ñîáñòâåííîé óíêöèè yn íà èíòåðâàëå (0, 1) . Èç óòâåðæäåíèé
 2.4.1 è  2.4.2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå k-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà M ⊂ H0U , íà êîòîðîì êâàäðà-
òè÷íàÿ îðìà îïåðàòîðà ST (λn)(xk) ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíîé. Òîãäà, ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè
îïåðàòîðà I+T (ξ) è ñïðàâåäëèâîñòè òîæäåñòâà
(∀x ∈ (0, 1]) (∀λ 6= ξ) indST (λ)(x) = ind
[|λ− ξ|−1 · ST (ξ)(x)− sign(λ− ξ) · Jx∗RJx],
êâàäðàòè÷íàÿ îðìà îïåðàòîðà ST (λn+1)(xk) äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå M.
Ïîñëåäíåå, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì  2.4.1 è  2.4.2, îçíà÷àåò, ÷òî k-òûé ñëåâà íóëü ñîáñòâåííîé
óíêöèè yn+1 äîëæåí ëåæàòü íà èíòåðâàëå (0, xk).
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî àíàëîãè÷íî òî÷êàì, ñîïðÿæ¼ííûì òî÷êå 0 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà T (λ),
ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû òî÷êè, ñîïðÿæ¼ííûå òî÷êå 1 îòíîñèòåëüíî ýòîãî îïåðàòîðà. Ïîâòîðÿÿ
äëÿ íèõ ïðîâåä¼ííûå òîëüêî ÷òî ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî k-òûé ñïðàâà íóëü ñîáñòâåí-
íîé óíêöèè yn+1 äîëæåí áûòü ðàñïîëîæåí ïðàâåå k-òîãî ñïðàâà íóëÿ ñîáñòâåííîé óíêöèè
yn. Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäå-
íèÿ. 
Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèÿ, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿì 2.1 è 2.2, ìîãóò áûòü
ñîðìóëèðîâàíû è äëÿ ñîáñòâåííûõ óíêöèé, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ îòðèöà-
òåëüíûìè èíäåêñàìè.
3. àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà âåñîâàÿ óíêöèÿ r ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, à å¼ íîñèòåëü
ñîâïàäàåò ñî âñåì îòðåçêîì [0, 1]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ðàâíîñèëüíî ïðåäïî-
ëîæåíèþ î ïîëîæèòåëüíîñòè îïðåäåë¼ííîãî ñîîòíîøåíèåì  2.4 (3) îïåðàòîðà R.
7Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ïðîñòîé àêò:
3.1. Ïóñòü âåñîâàÿ óíêöèÿ r íåîòðèöàòåëüíà, à å¼ íîñèòåëåì ÿâëÿåòñÿ âåñü îòðåçîê [0, 1].
Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ξ < 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ λ 6 ξ îïåðàòîð
I+T (λ) áóäåò ïîëîæèòåëüíûì.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {Πk}∞k=1  ñèëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îðòîïðîåêòîðîâ íà êîíå÷íîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà R.
Ââèäó ïîëíîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Q, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ΠkQΠk}∞k=1 ðàâíîìåðíî ñõîäèò-
ñÿ ê îïåðàòîðó Q. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ èíäåêñ n > 1, äëÿ êîòîðîãî îïåðàòîð P +Q−ΠnQΠn áóäåò
ïîëîæèòåëüíûì. Ïðè ýòîì, ââèäó êîíå÷íîìåðíîñòè îáðàçà îïåðàòîðà Πn, íàéä¼òñÿ âåùåñòâåííîå
÷èñëî ξ < 0, äëÿ êîòîðîãî îïåðàòîð ΠnQΠn − ξΠnRΠn áóäåò íåîòðèöàòåëüíûì. Îòñþäà íåìåä-
ëåííî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. 
Óòâåðæäåíèå 3.1 ïîçâîëÿåò àâòîìàòè÷åñêè ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû î ÷èñëå
è ðàñïîëîæåíèè íóëåé ñîáñòâåííûõ óíêöèé çàäà÷è  1.1 (1),  1.1 (2) ê äåèíèòíîìó ñëó÷àþ.
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